
第四章 电磁波的传播
第一章基本理论、二三章静
电、磁问题；此之后章节介
绍时变的电磁场；其中最为
常见情况：电电电磁磁磁波波波；

本章电磁波的传播，辐射在
第五章；

电磁波应用广泛：广播、通
讯、光学等等方面；

求解麦克斯韦方程，需要
注意：源项、位型、边界条
件、介质、频率
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第第第一一一节节节 平平平面面面电电电磁磁磁波波波

§ 1.1 电磁场的波动方程
研 究 无 源
场：ρ = 0、J = 0。即
便是有源，也可以挖去该空
间，使得其外是无源的：这
也是经常遇到的问题；∇×E = −∂B

∂t
, ∇ ·D = ρ

∇×H = J +
∂D

∂t
, ∇ ·B = 0

研究在没有电荷电流分布的自由空间（或均匀介质）中的电磁场： 与静的电磁场不同，电与磁
耦合起来了。

注意电磁的对偶性：说明了
求解出的E和B性质大多相
仿；∇×E = −∂B

∂t
, ∇ ·D = 0

∇×H =
∂D

∂t
, ∇ ·B = 0

要求解该方程必须有本构关
系式的支持
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§ 1.2 真空下电磁场的波动方程

讨论真空情形：D = ε0E，B = µ0H

∇× (∇×E) = − ∂

∂t
∇×B = −µ0ε0

∂2E

∂t2

利用∇ ·E = 0可得：

∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E = −∇2E = −µ0ε0
∂2E

∂t2

∇2E − µ0ε0
∂2E

∂t2
= 0

同理： E与B相差一个速度量纲：
用洛仑兹力最好判断

∇2B − µ0ε0
∂2B

∂t2
= 0

真空下电磁场的波动方程（续）

令

c =
1√
µ0ε0

这就是无阻尼的波动方程，
它的解太多了，仅规定了速
度为c。频率、位型、边条
件不同解不同！∇2E − 1

c2

∂2E

∂t2
= 0

∇2B − 1

c2

∂2B

∂t2
= 0

【讨论】

I c是电磁波在真空中的传播速度；

I 一切电磁波（不同频率）在真空中传播速度相同；

I c是最基本的物理常数之一。

§ 1.3 介质中电磁波的传播

I 当介质受到电磁波作用时，其极化率与磁化率不再是常数：

χe = χe(ω) , χM = χM (ω)

原因在于束缚电荷受电磁波电场作用，在作受迫振动；

I 在线性介质中：
D(ω) = ε(ω)E(ω)

B(ω) = µ(ω)H(ω)

I 【定义】 电容率ε(ω)与磁导率µ(ω)随频率而变的现象称之为介质的色散。

I 【注意】 色散介质中D(t) = εE(t)不再成立。 仅对单个频率有线性关系：
故应该分频率讨论电磁波的
传播
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§ 1.4 时谐电磁波
激发源是单一频率振荡，辐
射出的波也是单色波；

实际情况中常常遇到：广
播、通讯中的载波、激光器
输出的光束；

这也是最简单的电磁波情
况；

即便不是单色波，也可用傅
立叶分析的方法进行分解：
分解为不同频率单色波的叠
加；

【定义】 以一定频率作正弦振荡的波称为时谐电磁波，或称为单色波；

∇×E = −∂B

∂t
, ∇ ·D = 0

∇×H =
∂D

∂t
, ∇ ·B = 0

D(ω) = ε(ω)E(ω) , B(ω) = µ(ω)H(ω)

用复数形式表示（有意义的仅是实部cos ωt）电磁场为：

E(x, t) = E(x) e−iωt

B(x, t) = B(x) e−iωt

为简单起见，上式用同一个符号E(x)表示不含时间因子e−iωt的电场强度；

§ 1.5 亥姆霍兹(Helmholtz)方程

∇×E = iωµH , ∇ ·E = 0

∇×H = −iωεE , ∇ ·H = 0

上述四个方程中仅前两个是独立的。对第一式两端求旋度：

∇× (∇×E) = −∇2E = ω2µεE

∇2E + k2E = 0

∇ ·E = 0

k =
ω

v
= ω

√
µε

B = − i

ω
∇×E = − i

k

√
µε∇×E

亥姆霍兹(Helmholtz)方程（续）

I 亥姆霍兹方程(1)是一定频率下电磁波的基本方程，其解E(x)代表电磁波场强在空间
中的分布，每一种可能的形式称为一种波模。

I 无源麦克斯韦方程组在一定频率下可化为：

∇2E + k2E = 0 (1)

∇ ·E = 0

B = − i

k

√
µε∇×E

∇2B + k2B = 0

∇ ·B = 0

E =
i

k
√

µε
∇×B
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§ 1.6 平面电磁波

I 在亥姆霍兹方程的基础上，限定无界空间、无限大平板位型，可以给出最简单的波
模：平面电磁波； 广播天线发射出的球面波，

沿传输线或波导定向传播的
波，由激光器激发的狭窄光
束，都是亥姆霍兹方程的解

最简单也就是最基本：相当
于一个基；

I 设电磁波沿x轴传播，在x = x0平面上E均相同，此时可用一维模型替代：

d2

dx2
E(x) + k2E(x) = 0

E(x) = E0 eikx

E0e−ikx也是一个解

将时间项和起来可得：
E(x, t) = E0 ei(kx−ωt)

I 由条件∇ ·E = 0可得：ikex ·E = 0，也即：ex ·E = 0，E0与x轴垂直；

I 平面波电场的振幅为E0，ei(kx−ωt)代表相位因子；

§ 1.7 ∇的性质
I ∇ → ik（可点、可叉、可并）

• ∇· → ik·
• ∇× → ik×

I ∂
∂t
→ −iω

§ 1.8 平面电磁波的等相面及相速度

【定义】 在某一时刻相位相同的点组成的面，称之为等相面（波阵面）。

I 平面电磁波的等相面为一平面，且垂直于传播方向；

kx− ωt = const ⇒ kx = const ⇒ k · r = const

I 相速度：相位移动的速度（等相面的法向速度）；

kx− ωt = const ⇒ vp =
dx

dt
=

ω

k
=

1√
µε

I 群速度：波包传递的速度，能量传递的速度；

vg =
dω

dk
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§ 1.9 介质的色散

真空中电磁波的传播速度为：

c =
1√
µ0ε0

介质中电磁波的传播速度为：

v =
1√
µε

=
c√

µr(ω)εr(ω)
=

c

n(ω)

n称之为折射率；
介质中不同频率的电磁波有不同的相速度，这就是介质的色散现象。
ω与k的关系称之为色散关系：ω = 1√

µε
k

§ 1.10 平面电磁波的传播方向及波矢量

一般坐标系下的平面电磁波：

E(x, t) = E0 ei(k·x−ωt) (2)

易知等相面k · x = const为垂直于k的平面：式(2)为沿k传播的平面波；
k称为波矢量，其大小称为波数：波数反应了空间的周期性。
在任一时刻，两个相角相差2π的等相面，空间上相差一个周期，即一个波长：

kλ = 2π ⇒ k =
2π

λ

§ 1.11 平面电磁波的偏振

【定义】 振动方向垂直于传播方向的波动，称之为横波；振动方向平行于传播方向的波
动，称之为纵波；
对平面电磁波的解(2)式两端求散度，可得：k ·E = 0
故：平面电磁波是横波；
电场振荡方向垂直于传播方向；k ·E = 0

【定义】 E的取向，称为电磁波的偏振方向；
垂直于k有两个互相正交的方向：故此，对于每一波矢k，存在两个独立的偏振波；
电、磁分量不独立：

B =
√

µεek ×E ,

∣∣∣∣
E

B

∣∣∣∣ =
1√
µε

= v

E、B、k构成右手定则。

§ 1.12 平面电磁波的性质小结

I 电磁波为横波，E、B都与传播方向k垂直；

I E和B互相垂直，E ×B沿波矢k方向；

I E和B同相，振幅比为v。

I 平面电磁波的传播速度为v = c
n
，n =

√
µrεr为折射率。
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§ 1.13 电磁波的能量和能流

平面电磁波的能量密度：

ω =
1

2
(E ·D + H ·B) =

1

2
(εE2 +

1

µ
B2)

由于
∣∣E

B

∣∣ = 1√
µε

= v，可知平面电磁波中电场能量与磁场能量相等：

ω = εE2 =
1

µ
B2

平面电磁波的能流密度：

S = E ×H =

√
ε

µ
E × (ek ×E) =

√
ε

µ
E2ek

S =
1√
µε

ωek = vωek

电磁波的能量和能流（续）

能量和能流其实是随时间变化的脉动量，但实际上只需要时间平均值；
可利用周期平均公式：

f̄g =
1

T

∫ T

0

fg dt =
1

2
Re(f∗g)

可得能量密度与能流密度的平均值为：

ω̄ =
1

2
εE2

0 =
1

2µ
B2

0

S̄ =
1

2
Re(E∗ ×H) =

1

2

√
ε

µ
E2

0ek

§ 1.14 小结

I 真空下的电磁场波动方程；

I 介质中时谐电磁波的亥姆霍兹方程；

I 给定适当位型及边界条件，亥姆霍兹方程的解为平面电磁波；

I 平面电磁波有如下性质：

• 平面电磁波为横波，有两个独立偏振方向；
• E和B互相垂直，E ×B沿波矢k方向；

• E和B同相，振幅比为v；

• 平面电磁波的传播速度为v = c
n
，n =

√
µrεr为折射率；

I 平面电磁波的能量密度与能流密度；

【习题】 Page 179：1,4,5
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第第第二二二节节节 电电电磁磁磁波波波的的的反反反射射射和和和折折折射射射
波动特性：反射、折射、衍
射、散射；（辐射）

反 射 、 折 射 、 入 射方方方
向向向（角角角）、相相相位位位与振振振幅幅幅的关
系；

方法：求解边值问题；

进一步验证光的电磁理论

§ 2.1 反射、折射的基本规律

I 反射波和折射波的频率与入射波的频率相等；

I 入射线、反射线与折射线在同一平面内；

I 入射角等于反射角；

I 入射角与折射角的正弦之比与相对折射率成反比；

I 入射波、反射波与折射波的振幅满足菲涅耳(Fresnel)公式。

§ 2.2 绝缘介质界面上的边值关系

∇×E = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0 ⇒ ∇×E = iωµH

∇×H = J +
∂D

∂t
, ∇ ·D = ρ ⇒ ∇×H = −iωεE

结合时时时谐谐谐电电电磁磁磁波波波麦克斯韦方
程组，由第一二边界条件可
推出第三四边界条件。n× (E2 −E1) = 0 ⇒ n× (E2 −E1) = 0

n× (H2 −H1) = αf ⇒ n× (H2 −H1) = 0

n · (D2 −D1) = σf ⇒ n · (D2 −D1) = 0

n · (B2 −B1) = 0 ⇒ n · (B2 −B1) = 0

§ 2.3 反射波与折射波

考虑两种介质的分界面为无限大平面，一束平面电磁波入射于界面；

E(x, t) = E0 ei(k·x−ωt)

在边界处激发新的波，在介质1内传播的称为反射波，在介质2中的称为折射波。
作符合位型的最简单假设：反射波与折射波也都为平面波，即： 事后发现这种假设的确成

立：理论上有解，实验上验
证；

E′(x, t) = E′
0 ei(k′·x−ω′t)

E′′(x, t) = E′′
0 ei(k′′·x−ω′′t)

【注意】 在介质1中总场强为入射波与反射波场强的叠加，而介质2中只有折射波。

§ 2.4 反射与折射定律的给出

由于在分界面z = 0上的任意时刻t、任意位置(x, y, 0)均满足边界条件

n× (E + E′) = n×E′′

n× (E0 ei(k·x−ωt) + E′
0 ei(k′·x−ω′t)) = n×E′′

0 ei(k′′·x−ω′′t)

反射波和折射波的频率与入射波的频率相等：ω = ω′ = ω′′；

kx = k′x = k′′x , ky = k′y = k′′y

为什么没有kz的限制？

不失一般性选择ky = 0，即：入射线、反射线与折射线在同一平面y = 0内；
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反射与折射定律的给出（续）

k sin θ = k′ sin θ′ = k′′ sin θ′′

k = k′ =
ω

v1
, k′′ =

ω

v2

可以给出：入射角等于反射角；
θ = θ′

入射角与折射角的关系：

sin θ

sin θ′′
=

v1

v2
=

√
µ2ε2√
µ1ε1

=
n2

n1

一般而言（除铁磁介质外）µ ≈ µ0，故
n2
n1
≈

√
ε2
ε1

§ 2.5 两种独立的偏振波

I 平面电磁波反射、折射的振幅关系与偏振有关；

I 斜入射的平面电磁波有两种偏振方式：s偏振与p偏振；

I s偏振：E垂直于入射面，电场没有垂直于分界面的分量；

I p偏振：E平行于入射面，存在垂直于分界面的电场分量；

I 若入射波是s偏振，则反射、折射波也是s偏振； 可以用反证法证明

I 若入射波是p偏振，则反射、折射波也是p偏振；

§ 2.6 s偏振振幅关系菲涅耳(Fresnel)公式

对于s偏振： 折射、反射时能量守恒

E + E′ = E′′

H cos θ −H ′ cos θ′ = H ′′ cos θ′′

利用H =
√

ε
µ
E，并取µ = µ0可得：

√
ε1(E − E′) cos θ =

√
ε2E

′′ cos θ′′

sin θ

sin θ′′
=

√
ε2

ε1

E′

E
=

√
ε1 cos θ −√ε2 cos θ′′√
ε1 cos θ +

√
ε2 cos θ′′

= −sin(θ − θ′′)
sin(θ + θ′′)

(3)

E′′

E
=

2
√

ε1 cos θ√
ε1 cos θ +

√
ε2 cos θ′′

=
2 cos θ sin θ′′

sin(θ + θ′′)
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§ 2.7 p偏振振幅关系菲涅耳(Fresnel)公式

对于p偏振：
H + H ′ = H ′′

E cos θ − E′ cos θ′ = E′′ cos θ′′

利用H =
√

ε
µ
E，并取µ = µ0可得：

√
ε1(E + E′) =

√
ε2E

′′

sin θ

sin θ′′
=

√
ε2

ε1

E′

E
=

tan(θ − θ′′)
tan(θ + θ′′)

(4)

E′′

E
=

2 cos θ sin θ′′

sin(θ + θ′′) cos(θ − θ′′)

§ 2.8 布儒斯特(Brewster)定律与半波损失

【布儒斯特定律】 当θ + θ′′ = π
2
时，p偏振公式(4)中E′

E
→ 0；也即：

p偏振分量没有反射波；
因此反射光变为完全的s偏振光。 可以用作线偏振器

此时的入射角称为布儒斯特角。
【半波损失】 在s偏振的反射过程中，当ε2 > ε1时θ > θ′′，因此： 光疏进光密

在s偏振的菲涅耳公式(3)中E′

E
为负数，也即：

即反射波电场与入射波电场反相，这现象称为反射过程的半波损失。 现实中的例子即为拿个绳子
甩，绳头固定，反射波半波
损失；

§ 2.9 全反射

【定义】 若ε1 > ε2，当时电磁波入射角θ = arcsin(n2
n1

)时，θ′′ = π
2
；当sin θ ≥ n2

n1
时，称

之为全反射。 从光密进光疏

含虚波矢k的平面波，仍然是亥姆霍兹方程的解；
波矢k的虚部表征波透入的深度。

k′′2x + k′′2y + k′′2z = k′′2 , k′′x = kx = k sin θ , k′′ = k

(
n2

n1

)

k′′z = iκ , κ = k
√

sin2 θ − n2
21

E′′ = E′′
0 e−κz ei(k′′x x−ωt)

在z > 0时很快趋于零，能
量也打不进去

电磁波深入厚度的量级与波长相仿：

κ−1 =
λ1

2π
√

sin2 θ − n2
21
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全反射（续）

在s偏振中全反射的振幅关系：

E′

E
=

cos θ − i
√

sin2 θ − n2
21

cos θ + i
√

sin2 θ − n2
21

= e−2iφ

tan φ =

√
sin2 θ − n2

21

cos θ

由于
∣∣∣E′

E

∣∣∣ = 1，故此电磁能量被全部反射出去了|全反射；
在半周内，电磁能量透入第二介质，在界面附近薄层内储存起来，在另一半周内，该

能量释放出来变为反射波能量。

§ 2.10 小结

I 本节从麦克斯韦方程以及边值关系出发给出电磁波的反射与折射规律；

I 反射波和折射波的频率与入射波的频率相等；

I 入射线、反射线与折射线在同一平面内；

I 入射角等于反射角；

I 入射角与折射角的正弦之比与相对折射率成反比；

I 入射波、反射波与折射波的振幅满足菲涅耳(Fresnel)公式。

I 布儒斯特定律：当θ + θ′′ = π
2
时，反射光变为完全的s偏振光；

I 半波损失：在s偏振的反射过程中，当ε2 > ε1时，反射波电场与入射波电场反相；

I 若ε1 > ε2，当时电磁波入射角θ ≥ arcsin(n21)时会发生全反射。

【习题】 Page 179：2,3

附：证明

n×A = 0 ⇒ n · [∇×A] = 0

【证】

n×A = ex × [Axex + Ayey + Azez]

= −Azey + Ayez = 0

Ay = Az = 0

n · [∇×A] = ex ·
[(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
ex +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
ey

+

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
ez

]

=
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
= 0
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第第第三三三节节节 导导导体体体与与与电电电磁磁磁波波波

I 本节研究电磁波在导体内的传播以及导体表面的反射；

I 基本出发点是麦克斯韦方程组以及导体的本构关系式；

I 线性绝缘介质的本构关系式：D(ω) = ε(ω)E(ω)，与导体比较有何异同； 形式相同，则可利用前两节
的讨论，给出传播、折射、
反射的结果；

• 静电场中的E = 0，在时变电磁场中是否同样成立？

• 在静电场中，由J = 0 ⇒ E = 0；

• 在时变电磁场中J = σE，当 1
σ
6= 0时，导体内部电场不为零，伴随着能量损

耗； 非理想导体

• 即使是理想良导体，在高频情况下，导体内部也可以存在电磁场； 举例：γ光可穿越导体：电
磁波跨越导体

导体内部是否有电磁场与电
导率没有关系；电导率者，
碰撞、阻尼而已，与是否存
在电磁场无关。

§ 3.1 导体内的自由电荷分布

【证明】 当电磁波频率不太高(ω0 ¿ 1017s−1)时，导体内部不带电，电荷只能分布与导体
表面。
【证】 在设导体内部存在自由电子，以及与之相对应的带正电的本底，平衡时它们密度相
等ρ0+ = ρ0− = ρ0共同维持电中性；

若某区域中存在额外的自由电荷分布ρ，致使电中性破坏：

ε∇ ·E = ρ

由自电场E的作用下，导体内形成传导电流： ρ0 ≈ 1028m−3 À ρ

J = σE , σ ∝ (ρ + ρ0) ≈ ρ0

∇ · J = ∇ · (σE) = σ∇ ·E =
σ

ε
ρ

∂ρ

∂t
= −∇ · J = −σ

ε
ρ

ρ(t) = ρ|t=0 exp(−σ

ε
t)

导体内的自由电荷分布（续）

ρ(t) = ρ|t=0 e−
t
τ , τ =

ε

σ

σ ≈ 107fm−1 , ε ≈ ε0 = 8.8542× 10−12Fm−1

1

τ
=

σ

ε
≈ 1017s−1

对于频率不太高(ω0 ¿ 1017s−1)的电磁波而言，存在：

τ ¿ 2π

ω
or 1 ¿ σ

ωε

即：导体内部自由电荷的驰豫时间尺度远小于电磁波的周期；
故此：良导体内部没有自由电荷分布。
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§ 3.2 导体内的电磁波

∇×E = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0

∇×H = J +
∂D

∂t
, ∇ ·D = ρ

已知导体内部ρ = 0，J = σE，对于一定频率的电磁波，可令D = εE，B = µH

∇×E = iωµH , ∇ ·H = 0

∇×H = −iωεE + σE , ∇ ·E = 0

与绝缘介质的方程比较，引入复电容率则两组方程形式相同：只要替换原方程中
的ε为ε′即可求得导体中电磁波的解。

ε′ = ε + i
σ

ω

∇×H = −iωε′E

§ 3.3 复电容率的意义

I ε′ = ε + i σ
ω
中的第一项ε由位移电流项而来，不消耗功率（Jd与E存在π

2
相差）；

I ε′ = ε + i σ
ω
中的第二项i σ

ω
由传导电流而来，会引起能量耗散；

I ε决定了导体的折射率；

I i σ
ω
表征导体对电磁波的吸收；

I 当电磁波的频率不太高时， σ
ω
À ε，故ε′ ≈ i σ

ω
。

§ 3.4 导体内部的平面波解

∇2E + k2E = 0 , ∇ ·E = 0

k = ω
√

µε′

k为复数

H = − i

ωµ
∇×E

E(x) = E0 eik·x

其中k为复矢量，其分量也为复数： ω、k表 征 时 空 周 期
性：ωi(ki)引起时间(空
间)方面的衰衰衰减减减，图像上表
征为振荡的包包包络络络线线线

k = β + iα

E(x, t) = E0 e−α·x ei(β·x−ωt)

波矢量k的实部β属描述波的传播的相位关系，虚部α描述波幅的衰减。β称为相位常
数，α称为衰减常数。
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导体内部的平面波解（续）

k2 = ω2µε′ = ω2µ(ε + i
σ

ω
)

k2 = β2 − α2 + 2iα · β
可得：

β2 − α2 = ω2µε (5)

α · β =
1

2
ωµσ (6)

综合(5)式、(6)式与边值关系即可求得波矢量。

§ 3.5 趋肤效应与穿透深度

考虑电磁波正入射进入导体时的情况：

0 = kx = βx + iαx ⇒ βx = αx = 0

电磁波的波矢仅有z方向分量：

E = E0e
−αzei(βz−ωt)

β = ω
√

µε

[
1

2

(√
1 +

σ2

ε2ω2
+ 1

)] 1
2

α = ω
√

µε

[
1

2

(√
1 +

σ2

ε2ω2
− 1

)] 1
2

当 σ
εω
À 1时，k2的实部可以忽略，故此：

k2 = iωµσ ⇒ k ≈
√

iωµσ ≈ β + iα

α ≈ β ≈
√

ωµσ

2

趋肤效应与穿透深度（续）

E = E0 exp

[
−

√
ωµσ

2
z

]
exp

[
i(

√
ωµσ

2
z − ωt)

]

I 电磁波进入导体的特征长度称为穿透深度δ。（波幅降至原值 1
e
的传播距离）

δ =
1

α
=

√
2

ωµσ
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I 穿透深度与电导率及频率的平方根成反比。 电导率大，电场很快就驰豫
掉了；频率越快，电子跑的
距离越短：δ越小

• 例如对铜来说，σ ≈ 5× 107fm−1，当频率为50Hz时，δ ≈ 9mm；

• 当频率为100MHz时，δ ≈ 0.7× 10−2mm；

I 【定义】 对于高频电磁波，电磁场以及和它相作用的高频电流仅集中于表面很薄一
层内，这种现象称为趋肤效应。

§ 3.6 电磁场强度之间的关系

H = − i

ωµ
∇×E =

1

ωµ
(β + iα)ez ×E

当 σ
εω
À 1时将α ≈ β ≈

√
ωµσ

2
带入

H ≈
√

σ

ωµ
ei π

4 ez ×E

也即：磁场相位比电场相位滞后π
4

√
µ

ε

∣∣∣∣
H

E

∣∣∣∣ =

√
σ

ωε
À 1

真空中
∣∣∣ E
H

∣∣∣ =
√

µ
ε

故此：金属内电磁波的能量主要是磁场能量；导体中的磁场远比电场重要。

§ 3.7 导体表面上的反射

I 利用复介电常数ε′ = ε + i σ
ω
，可以由前一节绝缘介质界面的电磁波的反射、折射关系

给出导体表面的反射、折射。

I 为简单起见，本节仅考虑正入射情况θ = 0。 正入射只有s极化

E + E′ = E′′ , H cos θ −H ′ cos θ = H ′′ cos θ′′

∣∣∣∣
H

E

∣∣∣∣ =

√
ε0

µ0
, H ′′ =

1

ωµ
(β + iα)ez ×E′′

E − E′ =
√

σ

2ωε0
(1 + i)E′′

E′

E
= −

1 + i−
√

2ωε0
σ

1 + i +
√

2ωε0
σ
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导体表面上的反射（续）

【定义】 沿法线方向的反射能流与入射能流之比，称为反射系数R。
【定义】 沿法线方向的折射能流与入射能流之比，称为折射系数T。

R =

∣∣∣∣
E′

E

∣∣∣∣
2

=

(
1−

√
2ωε0

σ

)2

+ 1

(
1 +

√
2ωε0

σ

)2

+ 1

≈ 1− 2

√
2ωε0

σ

I 良导体的反射系数接近于1；

I 电导率越高，碰撞阻尼越小，导体吸收的能量越少，反射系数越接近1；

I 电磁波频率越低，则反射系数越接近于1；

I 在微波或无线电波情形下，可以将金属当作R = 1的理想导体；

§ 3.8 例

【证明】 在良导体内，非垂直入射情形有：

αz ≈ βz ≈
√

ωµσ

2
, βx ¿ βz

【解】 考虑在良导体近似下，ε′ = ε + i σ
ω
≈ i σ

ω

导体内部的平面波解波矢k满足

k = ω
√

µε′ ⇒ k2 = ω2µ(ε + i
σ

ω
)

β2 − α2 = ω2µε ≈ 0

α · β =
1

2
ωµσ

边值关系为：

k
(0)
x = βx + iαx

例（续）

故
αx = 0 , βx = k

(0)
x

α · β = αxβx + αzβz =
1

2
ωµσ

1

2
ωµσ =

1

2
ω2µ0ε0

σ

ωε0
À 1

2
k(0)2

αzβz À β2
x

λz ¿ λx
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略去βx可得：

αz ≈ βz ≈
√

ωµσ

2
, βx ¿ βz

【结论】 在任意入射角情形下，α垂直于表面，β亦接近法线方向。

§ 3.9 小结

I 良导体内部没有自由电荷分布，电荷只能分布于导体表面上；

I 引入复电容率后描述导体与绝缘介质的两组方程形式相同；

• 复电容率ε′ = ε + i σ
ω
中的第一项ε由位移电流项而来，不消耗功率；

• 第二项i σ
ω
由传导电流而来，会引起能量耗散；

I 电磁波在导体中的传播仅集中于表面很薄一层内，这种现象称之为趋肤效应；

I 电磁波在导体中的穿透深度与电导率及频率的平方根成反比；

I 金属内电磁波的能量主要是磁场能量，导体中的磁场远比电场重要；

I 在微波或无线电波情形下，可以将金属当作R = 1的理想导体；

【习题】 Page 180：6,7,8

第第第四四四节节节 波波波导导导

§ 4.1 有界空间中的电磁波

I 电磁波在无界空间中的最基本存在形式为平面电磁波；

I 电磁波入射在理想导体(σ →∞)平面上会被全部反射，且穿透深度趋于零；

I 导体可以作为边界限制电磁波|有界空间中的电磁波；

I 有界空间中的电磁波实际应用极为重要：

• 微波技术中常用波导来传输电磁能量：波导|中空的金属管；
• 谐振腔用来产生一定频率的电磁振荡：谐振腔|增加两端面的波导管；

I 求解满足一定边界条件的亥姆霍兹方程，会给出一些本征波模。

§ 4.2 高频电磁能量的传输

从低频(50Hz)到高频(100GHz)，电磁波的传输有以下变化：

I 材料：双绞线、同轴电缆到波导管； 双绞线、同轴电缆（多连通
截面波导、可以建立静电
场）传播的是TEM模，也
不存在截至频率；I 描述方程：电路分析到亥姆霍兹方程；

I 物理：

• 从时间方面看：ω增大辐射不可忽略； 甩绳子模型：甩得慢波传
不出去；仅快不行：得
甩；δ甩法也会有波。• 从空间方面看：λ减小实际尺寸必须考虑波动效应；

• 从能耗方面看：辐射、趋肤效应造成的欧姆损耗都变大了； 常见波导：圆柱形、矩形
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§ 4.3 理想导体边界条件

I 角标c代表理想导体，无角标代表真空或绝缘介质；n由导体指向介质；

n× (E −Ec) = 0 ⇒ n×E = 0 (7)

n× (H −Hc) = αf ⇒ n×H = αf (8)

n · (D −Dc) = σf ⇒ n ·D = σf (9)

n · (B −Bc) = 0 ⇒ n ·B = 0 (10)

I 在理想导体情况下，认为穿透深度为零，可认为导体内部没有电磁场； 或者作高斯面时包括进穿透
深度

I 由于αf、σf未定，故此式(8)与(9)主要用来求解αf和σf；

I 真正制约着电磁波存在形式的边界条件是式(7)与(10)；

I 在导体表面上，电场线与界面正交，磁感应线与界面相切。

§ 4.4 例

【定义】 电场和磁场都作横向振荡，这种类型的波称为横电磁 TEM (Transverse
Electro-Magnetic mode ) 波，如平面电磁波。
【证明】 两平行无穷大导体平面之间可以传播一种偏振的TEM电磁波。
【证】 设两导体板与y轴垂直，故在导体边界存在：

Ex = Ez = 0 , By = 0

I 不失一般性，设电磁波沿z轴传播，则可知：

• 当E沿x轴方向偏振，在导体界面处E与导体面相切，不满足边界条件；

• 只有当E沿y轴方向偏振，平面波才可以满足上述边界条件；

I 即：两导体板之间只能传播一种偏振的TEM平面波。

§ 4.5 波导管中电磁波的场方程

∇2E + k2E = 0 , k2 = ω2µε

∇ ·E = 0

B = − i

ω
∇×E

边界条件：在良导体边界上满足：

n×E = 0 , n ·B = 0

电磁波沿z方向传播，故此可设：

E(x, y, z) = E0(x, y)eikzz , B(x, y, z) = B0(x, y)eikzz

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

c

)
E0 = 0

k2
c = k2 − k2

z

18



波导管中电磁波的场方程（续）

由麦克斯韦方程组∇×E = −∂B
∂t
得：

∂E0z

∂y
− ikzE0y = iωB0x = ikcB0x (11)

ikzE0x − ∂E0z

∂x
= ikcB0y (12)

∂E0y

∂x
− ∂E0x

∂y
= ikcB0z

由麦克斯韦方程组∇×B = 1
c2

∂E
∂t
得：

∂B0z

∂y
− ikzB0y = −i

k

c
E0x (13)

ikzB0x − ∂B0z

∂x
= −i

k

c
E0y (14)

∂B0y

∂x
− ∂B0x

∂y
= −i

k

c
E0z

§ 4.6 波导管中电磁波的偏振模式

E0x =
i

k2
c

(
kc

∂B0z

∂y
+ kz

∂E0z

∂x

)

E0y = − i

k2
c

(
kc

∂B0z

∂x
− kz

∂E0z

∂y

)

B0x = − i

k2
c

(
−kz

∂B0z

∂x
+

k

c

∂E0z

∂y

)

B0y =
i

k2
c

(
kz

∂B0z

∂y
+

k

c

∂E0z

∂x

)

I 电磁场的纵向分量E0z、B0z确定了整个场分布；

I 单连通区域波导管中E0z、B0z不能同时为零：波导中不能传播TEM波！

I 【定义】 当E0z = 0而B0z 6= 0时，称为横电TE(Transverse Electric)波，或称
为H波；

I 【定义】 当B0z = 0而E0z 6= 0时，称为横磁TM(Transverse Magnetic)波，或称
为E波；
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§ 4.7 矩形波导中的横电波

E0z = 0 , B0z 6= 0

由原来的求解矢量E、B问题转化为标量B0z问题：(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

c

)
B0z = 0

B0x = i
kz

k2
c

∂B0z

∂x
, B0y = i

kz

k2
c

∂B0z

∂y

E0x = i
kc

k2
c

∂B0z

∂y
, E0y = −i

kc

k2
c

∂B0z

∂x

矩形波导中的横电波（续一）

边界条件：在x = 0, x = a面上有n ·B = 0也即ex ·B = 0

∂B0z

∂x

∣∣∣∣
x=0
x=a

= 0

在y = 0, y = b面上有n ·B = 0

∂B0z

∂y

∣∣∣∣
y=0
y=b

= 0

由分离变量法可求得：

k2
c = k2

x + k2
y

B0z = B0 cos (kxx) cos (kyy)

kx =
mπ

a
, ky =

nπ

b
, (m, n = 0, 1, 2 · · · )

矩形波导中的横电波（续二）

Ex = −i
nπ

b

ck

k2
c

B0 cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Ey = i
mπ

a

ck

k2
c

B0 sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Ez = 0

Bx = −i
mπ

a

kz

k2
c

B0 sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

By = −i
nπ

b

kz

k2
c

B0 cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Bz = B0 cos
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]
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§ 4.8 矩形波导中的横磁波

E0z 6= 0 , B0z = 0

由原来的求解矢量E、B问题转化为标量E0z问题：

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

c

)
E0z = 0

E0x = i
kz

k2
c

∂E0z

∂x
, E0y = i

kz

k2
c

∂E0z

∂y

B0x = −i
k

ck2
c

∂E0z

∂y
, B0y = i

k

vk2
c

∂E0z

∂x

矩形波导中的横磁波（续一）

边界条件：在x = 0, x = a面上有n×E = 0

E0z|x=0
x=a = 0

在y = 0, y = b面上有n×E = 0

E0z|y=0
y=b = 0

由分离变量法可求得：

k2
c = k2

x + k2
y

E0z = E0 sin (kxx) sin (kyy)

kx =
mπ

a
, ky =

nπ

b
, (m, n = 0, 1, 2 · · · )

矩形波导中的横磁波（续二）

Ex = i
mπ

a

kz

k2
c

E0 cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Ey = i
nπ

b

kz

k2
c

E0 sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Ez = E0 sin
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Bx = −i
nπ

b

k

ck2
c

E0 sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

By = i
mπ

a

k

ck2
c

E0 cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

exp [i (kzz − ωt)]

Bz = 0
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§ 4.9 波导传输电磁波的截至频率

I 方程的中不同的(m, n)给出不同的本征解，对应着不同的场结构，称之为不同的波
模；

I 一组(m, n)对应两种独立波模：TE波记为TEmn或Hmn，TM波记为TMmn或Emn；

I 一般情形下，波导中的波场是多种本征模式的叠加；

I 在波导(a, b)中传播的对应于(m, n)电磁波模，其频率必须大于某临界值，称为截至
频率：

ω ≥ ωc
mn = πc

√(m

a

)2

+
(n

b

)2

kz若是虚数，这时传播因子eikzz变为衰减因子，不再是行波：

k2
z = k2 − k2

c =
ω2

c2
−

[(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2
]
≥ 0

I 当a > b时，波导的最低截至频率，就等于TE10波的截至频率：ωc
10 = πc

a

I 对应的波长就是波导管能容纳的最大截至波长：λc
10 = 2a TE10最简单最常用

§ 4.10 TE10波的电磁场和管壁电流

Ex = 0

Ey =
π

a

ck

k2
c

B0 sin
(π

a
x
)

sin (ωt− kzz)

Ez = 0

Bx = −π

a

kz

k2
c

B0 sin
(π

a
x
)

sin (ωt− kzz)

By = 0

Bz = B0 cos
(π

a
x
)

cos (ωt− kzz)

I 由边界条件可给出面电流分布： n×H = αf

I 如图所示，可以看出横电性，但磁场有z方向分量。

I 窄边纵向电流为零（可横向开缝），宽边中线横向电流为零（可纵向开缝）。
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§ 4.11 小结

I 以导体为边界的有界空间电磁波|谐振腔与波导管；

I 导体表面边界条件：电场线与界面正交，磁感应线与界面相切；

I 微波波段电磁波可以用波导管传输；

I 波导管内电磁场可由其纵向分量B0z、E0z确定；

I 单连通区域波导管中存在两种独立波模：TE和TM波模，而TEM波不能传播；

I 一般情形下，波导中的波场是多种本征模式的叠加；

I 在波导(a, b)中传播的对应于(m, n)电磁波模，必须大于其截至频率；

I 波导管中最低频率的波模为TE10波，其截至频率为：ωc
10 = πc

a
；

I 相对应的波长就是波导管能容纳的最大截至波长：λc
10 = 2a。

【习题】 Page 181：9,12,13

第第第五五五节节节 谐谐谐振振振腔腔腔

§ 5.1 矩形谐振腔

I 设想矩形谐振腔为矩形波导两端加上垂直端面构成，故此波导内的场由前进波与反射
波叠加而成；

E(x, y, z) = E0(x, y)eikzz + E′
0(x, y)e−ikzz

B(x, y, z) = B0(x, y)eikzz + B′
0(x, y)e−ikzz

I 当端面也为理想导体时，其边界条件为：

n×E|z=0
z=d = 0 , n ·B|z=0

z=d = 0

§ 5.2 矩形谐振腔中沿z轴的横电TE波模

Ex = −i
nπ

b

ck

k2
c

[
B0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

eikzz

+B′
0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

Ey = −i
mπ

a

ck

k2
c

[
B0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

eikzz

+B′
0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

Ez = 0
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矩形谐振腔中沿z轴的横电TE波模（续一）

Bx = −i
mπ

a

kz

k2
c

[
B0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

eikzz

−B′
0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

By = −i
nπ

b

kz

k2
c

[
B0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

eikzz

−B′
0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

Bz =
[
B0 cos

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

eikzz

+B′
0 cos

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

矩形谐振腔中沿z轴的横电TE波模（续二）

I 当z = 0时满足边界条件n ·B = 0

Bz|z=0 = (B0 + B′
0)

[
cos

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

cos 0
]

e−iωt = 0

B′
0 = −B0

I 当z = d时满足边界条件n ·B = 0 n × E = 0自然满足

Bz|z=d = 2iB0

[
cos

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

sin kzd
]

e−iωt = 0

sin kzd = 0 ⇒ kz =
pπ

d
, (p = 0, 1, 2 · · · )

§ 5.3 矩形谐振腔内沿z轴TE模的电磁场

Ex = 2B0
nπ

b

ck

k2
c

cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

sin
(pπ

d
z
)

e−iωt

Ey = −2B0
mπ

a

ck

k2
c

sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

sin
(pπ

d
z
)

e−iωt

Ez = 0

Bx = −i2B0
mπ

a

kz

k2
c

sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

cos
(pπ

d
z
)

e−iωt

By = −i2B0
nπ

b

kz

k2
c

cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

cos
(pπ

d
z
)

e−iωt

Bz = i2B0 cos
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

sin
(pπ

d
z
)

e−iωt
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§ 5.4 矩形谐振腔中沿z轴的横磁TM波模

Ex = i
mπ

a

kz

k2
c

[
E0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

eikzz

−E′
0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

Ey = i
nπ

b

kz

k2
c

[
E0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

eikzz

−E′
0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

Ez =
[
E0 sin

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

eikzz

+E′
0 sin

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

矩形谐振腔中沿z轴的横磁TM波模（续一）

Bx = −i
nπ

b

k

ck2
c

[
E0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

eikzz

+E′
0 sin

(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

By = i
mπ

a

k

ck2
c

[
E0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

eikzz

+E′
0 cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

e−ikzz
]

e−iωt

Bz = 0

矩形谐振腔中沿z轴的横磁TM波模（续二）

I 当z = 0时满足边界条件n×E = 0 Ey同样满足

Ex|z=0 = i
mπ

a

kz

k2
c

(E0 − E′
0) cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

e−iωt = 0

E′
0 = E0

I 当z = d时满足边界条件n×E = 0 n ·B = 0自然满足

Ex|z=d = −2E0
mπ

a

kz

k2
c

[
cos

(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

sin kzd
]

e−iωt = 0

sin kzd = 0 ⇒ kz =
pπ

d
, (p = 0, 1, 2 · · · )
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§ 5.5 矩形谐振腔内沿z轴TM模的电磁场

Ex = −2E0
mπ

a

kz

k2
c

cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

sin
(pπ

d
z
)

e−iωt

Ey = −2E0
nπ

b

kz

k2
c

sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

sin
(pπ

d
z
)

e−iωt

Ez = 2E0 sin
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

cos
(pπ

d
z
)

e−iωt

Bx = −i2E0
nπ

b

k

ck2
c

sin
(mπ

a
x
)

cos
(nπ

b
y
)

cos
(pπ

d
z
)

e−iωt

By = i2E0
mπ

a

k

ck2
c

cos
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

cos
(pπ

d
z
)

e−iωt

Bz = 0

§ 5.6 谐振腔的本征频率

I 谐振腔内的振荡频率只可以出现某些值，称之为本征频率： 台球模型

ωmnp =
π√
µε

√(
m

L1

)2

+

(
n

L2

)2

+

(
p

L3

)2

I 谐振腔允许的最低本征频率应该当m, n, p分别取最小值时：

• 若取(m, n, p) = (1, 1, 0)，kz = 0，由式(15)可知：Ex = Ey = 0

• 若取(m, n, p) = (1, 0, 0)，kz = ky = 0，由式(15)可知：Ex = Ey = Ez = 0

即：(m, n, p)最多只能有一个为零。

• 设L1 ≥ L2 ≥ L3，故最低频率的谐振波模为(1, 1, 0)，谐振频率为 波长相当与电磁波的个子：
看看谐振腔能否装得下？

f110 =
1

2
√

µε

√
1

L2
1

+
1

L2
2

相应的最大电磁波波长为：λ110 = 2
[
L−2

1 + L−2
2

]− 1
2

与台球模型的异同

§ 5.7 小结

I 谐振腔内的本征频率只可以出现某些分离的值； 驻波

I 谐振腔的有限空间限制了电磁波以多种本征振荡模式存在； 可以是单个模式，也可以是
多种模式的叠加。由初始条
件（激励）确定。

I 谐振腔允许的最低本征频率为f110 = 1
2
√

µε

[
L−2

1 + L−2
2

] 1
2；

I 谐振腔容纳的最大电磁波波长为λ110 = 2
[
L−2

1 + L−2
2

]− 1
2。

【习题】 Page 181：14,15
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附：课本中关于谐振腔的推导
由于L、C很小时辐射损耗
增大、趋肤效应造成焦耳损
耗增大，LC回路不再适合
产生高频电磁振荡；∇2E + k2E = 0 , k2 = ω2µε

∇ ·E = 0

B = − i

ω
∇×E

不失一般性求解Ex分量（Ey、Ez、Bx、By、Bz求解方法类似）
用分离变量法，令

Ex(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)
{

d2X
dx2 + k2

xX = 0 , d2Y
dy2 + k2

yY = 0 , d2Z
dz2 + k2

zZ = 0

k2
x + k2

y + k2
z = ω2µε

附：课本中关于谐振腔的推导（续一）

Ex(x, y, z) = (c1 cos kxx + d1 sin kxx)(c2 cos kyy + d2 sin kyy)

· (c3 cos kzz + d3 sin kzz)

利用边界条件：在y = 0处有：Ex = 0 ⇒ c2 = 0
在z = 0处有：Ex = 0 ⇒ c3 = 0
在x = 0处考虑到端面的反射作用，认为Ex应由沿着x方向传播的前进波以及沿

着−x方向传播的反射波叠加组成，选取d1 = 0；





Ex = A1 cos kxx sin kyy sin kzz
Ey = A2 sin kxx cos kyy sin kzz
Ez = A3 sin kxx sin kyy cos kzz

(15)

附：课本中关于谐振腔的推导（续二）

再考虑x = L1，y = L1，z = L3时的边界条件，不难得出：

kx =
mπ

L1
, ky =

nπ

L2
, kz =

pπ

L3
(16)

m, n, p分别代表沿矩形三边所含的半波数目(m, n, p = 0, 1, 2 · · · )；
由∇ ·E = 0可得：

kxA1 + kyA2 + kzA3 = 0 (17)

也即：A1、A2与A3中只有两个独立分量：对于每一组(m, n, p)值有两个独立偏振波
模。 由后面波导管的讨论可

知：T E模与T H模
满足关系式(16)和(17)时的解代表谐振腔内的一种本征振荡波模。
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第第第六六六节节节 高高高斯斯斯光光光束束束

（略）

第第第七七七节节节 等等等离离离子子子体体体与与与电电电磁磁磁波波波的的的相相相互互互作作作用用用

（略）
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